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XXXII, 


SUR LES VIBRATIONS LUMINEUSES DANS LES MILIEUX 
BIRÉFRINGENTS 


«Acta mathematica », t. 16, 1892, pp. 153-215. 


INTRODUCTION. 


1. LAMÉ a consacré la 22ème et la 23ème de ses leçons sur la théorie mathé- 
matique de l’élasticité à des recherches sur la possibilité d’un seul centre 
d’ébranlement dans la propagation de la lumière dans les milieux biréfrin- 
gents. Il observe que «lors d’une seule onde progressive produite à l’origine 
des coordonnées, centre unique d’ébranlement, un point M dont les coor- 
données sont (x,y,2) sera agité à deux époques différentes 


Q — VQ? — 4g RP e 


Cé Lë | 


/Q +VQ®— 49 RP 
n = PE 


MN 


où 
Re Le, Bee Data Vi 10m O HO) De sale 


a,b,c, étant les axes d élasticité. 
«Si le centre d’ébranlement exécute une dite indéfinie de vibrations, 
le déplacement y sera représenté par les projections 


— 2 


ANS dos zR Ege: 


Piin 
X,cos 27 Sr 


— Ae 
T 


ZA 
+ Z, cos 27 Se = 


— f 
I BaIT ML Y ET 
g 2 


ZA 
| Z, cos 27 — = 


(X, , Y,,Z,) et (X,, Y,,Z,) étant des fonctions de (x ,7,z) qui devront 
donner pour x =0,y =0,7 =0 
X,+ X, = X, , Yet v= Ys ; Z+2= 2). 


Par suite LAMÉ s’est proposé de chercher les intégrales des équations 


ea (ie — de Mae E ORNE CN 
| dy \ 3y z) Ce az) ‘LE 
d {dv Iw d [Ou dëi EM 
H 2 de, À one LEE E EE 
(2) Fe Lë ei 4 ae sl SC 
| pe (êw_ du), [2 èw)_ 
| x E SZ: ai HI t dy] ` dë 


qui ont la forme (1). 
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Par un calcul fort laborieux, conduit avec une grande habileté, il atteint 
le but de déterminer les fonctions inconnues X,,Y,,Z,; Xa, Y, Z 

LAMÉ observe que ces fonctions sont indéterminées le long des parallèles 
aux axes optiques conduites par l’origine et sont infinies à l’origine. 

En remplaçant dans les formules (1) les fonctions 


27 (/— Àr) usé 2 T (/— 2) 
T 


cos i j 


par 
F, (FAD) HPA) , FEH) + o A), 


F,,9#,,F,,%, étant des fonctions arbitraires, # , v ,w restent toujours des 
intégrales des équations (2). 
Donc, on a que 
(3) Lë. YF, G a Àr) ch Pr (fiA) F t Yad Fa (t+ À) + P2 (G-— Alb, 
w= Z, {F, (EF EECH ET TE Za {Fa E H M) H p E — N} 


vérifient les équations de LAMÉ. 


2. Les vibrations lumineuses dans un milieu isotrope dépendent de 
Péquation différentielle 


Ie OT 2? u 2u\ 
(4) ER A (EE +55 + 2) 
dont on a l’integrale 
F Vë — MÉ 
où 


r=ļe+ y+ 


et F , ọ sont des fonctions arbitraires. Cette intégrale présente une analogie 


avec les intégrales (3) et, comme elles, devient infinie à l’origine. 

Il est connu qu'on peut déduire l'intégrale générale de l’équation (4) 
sous la forme donnée par POISSON, en partant de l'intégrale (5) et en suppo- 
sant vérifié æ priori le principe de HUYGHENS. C’est par là que M. POIN- 
CARE démontre dans ses leçons d'optique la vérité du principe de HUYGHENS. 
On peut maintenant se poser la question: Qu'est-ce qu’on trouve en appli- 


quant le même procédé, lorsqu'on part des intégrales (3) et qu’on suppose 


vérifié le principe de HUYGHENS? Nous avons montré dans l’article 5 de 
ce mémoire, qu'on tire de là les fonctions que M" KOWALEVSKI a données 
comme intégrales générales des équations de LAMÉ. Si l’on pouvait véri- 
fier que les formules trouvées de cette façon satisfont les équations de LAMÉ, 
on aurait justifié l’emploi du principe de HUYGHENS. 
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Mais nous avons montré dans l’article 5 que cette vérification n’est 
pas possible. D’où ressort ce résultat qui à première vue semble bien sin- 


gulier? 


3. Pour trouver le noeud de la question, il faut avoir devant les yeux 
la surface des ondes où l’on ait dessiné les systèmes des lignes sphériques 
et elliptiques qui forment les coordonnées curvilignes considérées par M. WE- 


BER. (Voir article 3). 
Prenons comme fait M. WEBER 


x =bsn(x,,#)dn(zx,,u), EA We" 
a — e?’ 

y es d Gë, ; 2) En (4, RI: AN 

z—adn(z,,#)sn(z,,u), PET PRES 


Voici ce qu’on verrait en regardant la nappe extérieure de la surface des 
ondes du côté des y positives (). 


Voici au contraire ce qu’on verrait en regardant la même nappe du 


côté des y négatives. r 


(1) 4K et 4L sont les périodes réelles correspondantes aux modules Å, w. 
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Ces figures montrent que #, est discontinue le long des lignes #, = K, 
U, = — K. 

Prenons maintenant les premiers termes des intégrales (3). Nous avons 
trouvé dans ce mémoire (article 4) ces intégrales par un procédé tout à 
fait différent de celui suivi par LAMÉ. Les expressions sous lesquelles résul- 
tent les quantités X,, Y, , Z, sont 


u? È sn #2 SN #3 CN #3 Cn #2 SN #3 dn #3 dn #2 CN #3 dn #3 


(6) di a? ix À d. Gur: A ; au: À 7 
où 


A = I — Š? sn? u, — H sn? uzp (u°+ k? — 1) sn° t, SN? t, 


et #, remplace le paramètre à, de LAMÉ. 

Ces expressions sont telles qu’en prenant garde aux figures que nous avons 
dessinées, on voit bien aisément que X, , Z, sont des fonctions polydromes 
des coordonnées x , y , z des points de l’espace. Pareillement on a que X, , Z, 
sont des fonctions polydromes. Cette propriété ne s'aperçoit guère au pre- 
mier abord, lorsqu’on examine ces quantités sous la forme que leur avait 
donnée LAMÉ. 

C’est pourquoi il s'était trompé lorsqu'il avait cru qu’elles pouvaient 
représenter les vibrations lumineuses provenantes d'un centre d’ébranle- 
ment. 

Ce sont les mêmes fonctions (6) qui paraîssent dans le mémoire de 
Mme KOWALEVSKI. Lorsqu'on s'aperçoit qu’elles sont polydromes, on voit 
aussi que la méthode découverte par M. WEIERSTRASS pour l'intégration 
des équations linéaires aux dérivées partielles ne peut être appliquée 
pour intégrer les équations de LAMÉ en se servant des coordonnées de 
M. WEBER. 


4. Le premier article de ce mémoire est consacré à la transformation 
des équations de l’optique de LAMÉ en coordonnées curvilignes. 

J'applique les formules trouvées au cas particulier des coordonnées de 
M. WEBER. De cette façon je trouve, par un procédé ®©) bien plus court que 
celui suivi par LAMÉ, les intégrales (3) sous la forme que je viens d’indiquer. 
La discussion de ces intégrales est faite dans l’article 5. Dans l’article sui- 
vant je trouve un théorème analogue à celui de GREEN et j'y applique la 
méthode employée par KIRCHHOFF pour généraliser le principe de HUY- 
GHENS. Enfin les derniers articles sont consacrés à trouver les intégrales 
générales des équations de l'optique en partant des intégrales de LAMÉ et 
en prenant garde à leur polydromie. 


(2) Ce procédé ne diffère pas essentiellement de la méthode suivie par M. BRILL 


‘dans un mémoire [« Math. Ann.», Ier Voll que j'ai connu seulement après avoir rédigé 


mon travail. 
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E e e e E e - H ~ 
i " y dE :° 
At Lef 
’ +” i d y > 
ART. 1. — TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS DE LAMÉ EN COORDONNÉES 
CURVILIGNES. e 
1. Soient A. v ,æ les composantes du déplacement d’un point (x,y,2) ` 
d’un milieu élastique homogène. CG ; í 
En posant Ze 
ei 3v dot 
| Reger 
E cw du Ẹ 
(1) NL D) : 
| daa ` der 
WE LT 
les composantes des rotations des éléments du milieu seront données par 
fago d, X Yup Anger 
2 2 2 
Prenons les axes coordonnées x, 2 z parallèles aux directions des axes ` 
d’élasticité, et soient i 
a > b S c ' 
` les axes d’élasticité. ; j 
On écrira les équations de LAMÉ de la manière suivante © 
Gen 0 te OV | 
Se" y Ze ? 
PUR E 2 d'W 
(2) Var S e l 
PO E EL a 007 
e dr 2y 1 


Ces équations peuvent s’obtenir en annullant la variation d’une DIS oh? 
En effet, si l’on pose 


Wi P = eUt EV eW, | LR 
due, fav \2 EEN V 
(4) T= (5) SR E + KE A V 
Wi ; L à | 
Ki 
(5) | 1=-+ f [T—P)dSdt, A di 
hS a 
f, ź, étant un intervalle arbitraire de temps, on aura 
Ju Ou av dën do ðw 
US Ee C T Tase 
TE ayr [28w Bu Bu v 
Leuia foi a, aee — Elle 
(3) LAMÉ, Leçons sur l'élasticité, dix-septième leçon. ; 
ZS 
KE 
Dies 
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Supposons que les variations An , dv, dw soient nulles aux limites des inté- 
grales, Par des intégrations par partie on déduit de l’équation précédente 


sf put ee 


Zo 


E So (+ #5 HEA) 


Pw a ON 
+de — 0 Ser 


, AU 
+ a $ )|dS dt. 
On tire de là les équations (2) en posant 


dl = oO 


2. Considérons maintenant un système de coordonnées curvilignes 
du, a, Us: SO í 


ds’ = H, dw + Hundu + H, duz + 2H, du, du, + 2H, du, du, + 2H, du, du, 


le carré de l’élément linéaire. 
Posons 


E,, D RH H H. 
FAS RÄ D HS D BH. 
H: H H. H LC 


2 


gust d(x,Y ,2) 
D Hi d (Ur , Uz , U3) 


Désignons par ź, , E, les. tangentes aux lignes 
u, = CODSt e u, = const; 
u, = const , u, = const; 
u, = const j U, = const. 
Les composantes des déplacements des points du milieu dans les directions 
ll 543 tant Zi Ba Bian on aura 
ge dr U2 ` 9% V3 dr 
VH. Our VD dito VH; duz 


Ur 2y Ua y V3 SH 


F opsi t VH än, Has 04, 


u = V, COS $, X + v, COS £, x + v, COS t, r = 


u = y, COS f, y + V, COS t, y + V, COS 4y = 


vı 2z Va ain n V3 de 
VHir 2u: VH däs VH;; dn 


w = v, COS À, Z + v, COS É, 2 + v, OR 2 = 


Si l’on pose 
V3 \ 


6 SSES E a = 3e D -FE H 
( ) Pr e H ZS ee Z- Dé 


on trouvera 


X 


dr dr ax 

| u= Pi Th FPS 5, ? 
y 3y y 

(7) | y = Di Era + 2: ou, + D; EIS D 
EP əz de 

wE d däi: Të, Ju- Të Suz 
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Par un théorème bien connu on peut toujours trouver trois fonctions 


(EE 
telles que 
TOR BI 
| le E 27 6 
) Ge ou 
(8) tr hd T, 
ee: Re EI 
wes A A.A du 
d’où 
— ZUY) ~ d(u,v) I dlu»). 
U d(y ,2) g dée "Ce M d(x,y) 


On aura donc 


H we EA AA Ten 1 EE Ne e PIN Ee 
d (Uz , Mal d (y »2) d (U3, Ur) d(Y ;2) d (Ur al d(y » 2) 


Leg (uv) gp I d(m,v) 9x 1. d(u,v) ds 


wi D d (uz , U3) CU: D d (u3 D ur) duz + D d (ur D u2) EI 


Hu _d(u,v) VH» d(u,v) IT ` din. ai 
ER Cosi zs PRES COS 4x + — Hie uy EST, 
De même on trouve 
IR. _du,v) TD. d(u,v) VHs du, 
V Tu DR e SE cos éY + -5 dun, my ShI» 


C’est pourquoi les composantes des rotations des éléments du milieu dans 
les directions £, ,£, ,#,, seront données par 


VH, d(u,v) 


Sher d | 
I 1 Ha du, 
Ne ET. 
2 2 D A durui 
I 2, TH. Z(u,v) 


SE S all Ci) 


On tire des équations (8) et (7) 


` Leg 3y 02 
| ze TV Bus M Gun hg Gun Fwa © api + Hu + Hs = g, 


E ds 
D Lët ut Et ee Hp Ba BLR 9,4) 


LÉ 3y C1 
Se Vu ant 0 Das FM ae € Has Hap, Hp, = gs, 
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SEET ie EE ER Ae 


d’où 
dp, de _ Zë 
d (uz ` U3) dis duz ` 
d (wY) dë gg 
d (u3 , ux) Dur duz ’ 


et par suite 


WË kd CR dga arr dü: 
E wi à ERA EE 7 dä, } 


D OU OU: 
Posons 
V V ` : V 
SS P, = es P, =- P, = vi, 
Pe En, d 6 ae N WE TE 


On aura pour les rotations des formules parfaitement analogues aux équa- 
tions (7) que nous avons établies pour les déplacements: 


dr dr dr 


j Ke Lans Ven sënger? 


kd y CH gi ` 

(11) E GC + Be M Page > 
əz ER d 

Vie 2 EI +P, d E 3 Qu 


3. Nous nous proposons maintenant d’exprimer les quantités T et P 
par les fonctions p, , p,, p,; P,, P, , P}. Il est bien facile de déduire des équa- 
tions (7) 


E EENE 


2 2 Ipa d d 1 OP: Zë, 
+H($)+2H, 224214, i 21, 22. 


vk x d ze o © 
De même, en posant 


K, 


I 

& 

N 
A 
g 
N” 
H 

+ 

ch ZE 

H 
LE, 
SI Ké 
Ges" 
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Arhat dy ` di de de 
EX | 2 äs 2 PL ANT 40 2 H Zen 
K; — a dis Ur + dia Un k duz Ur ? 


e EE 


Ur CU Ur Ua 


on trouve 
P = a U?+ & V?+ 2 W° 
= Ba Bi A K PE KP RSR NEE P PA AKR PP: 


4. On peut maintenant transformer les équations de LAMÉ en coor- 


données curvilignes. 
En effet, on aura 


A 1 ep; 2 
LOT = 0(H, ZE + HS + Ha %) 


SN 
Ch: dë, opz d 2 dë: dë, Ihz ` 
+e a (Ha 4 Ha + Ha 2) + 25 ò (Ha + Hp + Ba À) 
ak "3 GE Sa Se ti dë 
A Dë Ta GÄR f Set 


= SP = (Ky Pit Ka Bt Kig Ps) SP; + (Ra Pk Ka Ek Kap P3) 8P; 
SP (K: Le Së Lë Fa T Ka; P3) òP, 
et en posant | 
| E A + Kaa P,+ CS = Q,, 
(12) KP, 4 KP, + Ka Pi =Q,, 
| PERLITA 


on trouvera 


E ATE E 
Par suite 
(13) att di Jafa no du, du, 


2; Fe HE. dë, Ib; dë: 
SI E ət Case Se 


Ee (2r HA an) _ 9 E Gap SL Q (SE Se Br) du, du, du . 


WWII OU OU: CU Ua 


Les variations òg, , Ge, , òg, étant nulles aux limites des intégrales, 
l'équation précédente peut être remplacée par 


EI Ua 


daf sis, Si + 52] + 37, ID SÉ Sé sc 


o 


Aen See le 
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Donc, si SI = 0, on aura 


EECH 


(14) , wa Ah ouy ` Bu, 
CS CU, 2Q; 
D dë Ou: EI 


Voilà les équations de LAMÉ transformées en coordonnées curvilignes. 


5. Nous donnerons ici quelques formules dont nous nous servirons dans 


les articles suivants. 
Les équations (9) résolues par rapport à #,v,w, donnent 


Iur dua 
| Cut Chr CO CET 


ou ou Ou; 
(15) | w 77,93 y Te y + 355 
du Qu Qu 
aa E AE 
d x ? RS Aa du OUz OU; 
Ajoutons les équations (12) après les avoir multipliées par == e PA re 


On trouvera 


dtr 


SP Ur co CU d 
Qa SE HOSE HO = Pi (Ka EE + KE + Ke) 


ur Iua Ou OU duz duz 
+ P,(K 21 Sr + K, + Ke) or? TOR. + 2x + Ke) 


e Vir [PE Le, 26 Z SE 
d’où 
(16') ef QE +0, ho. 
De même on aura 
(16”) PV OO 0, 7 ; 
(16”) e WO y kara S Eë, 


6. Nous venons de transformer les équations de LAMÉ en suivant la 
méthode ordinaire, c'est a dire en reconduisant la question par les principes 
du calcul des variations à la transformation d’une intégrale: On peut 
faire la transformation par un autre procédé très simple que je vais exposer 
en peu de mots. 

Soit o une surface quelconque dont le bord est formé par la ligne s et 
soit n la normale à cette surface. Désignons par À et u des coordonnées cur- 
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vilignes des points de la surface. En multipliant les équations (1), (2) par 


d(Y ,2) 
cos nx do = Z, ny À Gb, 


cos zy do = DE S d'A dy, 


cos nz do = en d dy 


et en intégrant sur toute la surface o, on trouve par le théorème de STOKES 


d(y,2) d(z,2x) d(x,y) 
Nés goen lge orjaa dy 


= Î (udx + vdy + wdz), 
(17) ‘ 


d? ff, ds d(z,x) d(x,y) 
de | d (A, u) KE du) + en | du 


gë Ire Udx + & Vdy + ° Was). 


Si nous posons 


ox əx dr 
DEN PPS 3 043 ? 
E sp. SE A RSR 2A 
1 Ou 2 Qu 3 Ou3 ? 

ds 02" ds 

W=P, 3 z + P, Qu FF da, $ 


We =p E SE? 


CU; 


il est évident qu’on trouve 


y 4029 pyle) à yE) 


du) Ÿ au) OC 
(2 43) d (uz , ur) d (u; , u2) 
ell EEN 
d(y,2) d(z,x) d(x,y) 
du) au) O Og 


LI d (Uz , u3) d (U3 , Ur) d(m;u)| 
CT TOR Cr 


Examinons les deux formes quadratiques 
2f =u éi + w° 
H,, a + H,, 2° Li H. 25 + 2H; 2: D: afe 2H,, 6, 8, + 2H,,p,p,, 
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29 ZE a U? + b? Ve + e W? 
ss K- E A EF + Ko Pi 2KR PS Pit 2R, P, P, + 2K P, Pa. 


Par des théorèmes bien connus on aura 


Ua dx + —— ge dy + = e de = Ldu , + sy no 


do Ga = + Ge 


Par suite, en posant 


Es SR api 

ki wett, dë. ga i5 bé — ZU 
Ab ca wël 

= Q, D sP, 2 , E =Q, ` 


on trouvera 


udx + vdy + wdz = q, du, + q, du, + q, duz, 
o Udx + b Vdy + e Wdz = Q, du, + Q, du, + Q, du,. 


On pourra donc substituer aux équations (17) les deux équations 


d (ua , u3) d (U3 , u) d (Ux , Ua) 
AE Qu) EC E tee er Jade 


= |(g. du, + gadu, + gdu), 


d d (un , u3) d (u3 , t1) d (Ur , U2) 
ar |P e, En Fan Ad 


Be Î (Q, du, + Q, du, + Q, du). 


De ces équations, par le théorème de STOKES découlent tout de suite les 
équations (10) et (14). 
ART. 2. — LES ÉQUATIONS DE LAMÉ ET LEURS ÉQUATIONS CONJUGUÉES. 


1. La transformation des équations de LAMÉ en coordonnées curvili- 
gnes nous a conduit aux équations 


D 02 Ps IQs+2 9Qs+1 
| Ela d'Mett deis 
| Ge Ek Rack, ( + ‘à 
J s SS (KA 
L ) | P ES 5! dëst Ki deis ) 3) 
$ DU sta dein i 
gq: = Z: H;, Ps . 
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2Qs+2 2 


= —— |- 


on aura 


| Par conséquent, si | 
EUME i dis Hs = #5: 


on trouvera 


dëi 
di? 


= = Hi, 


D 2M, ks el Mst r 


e = e — en 


of? DUs+r Ous+2 ? 
ag Ss, Ms, 
i 5 Z =:1,2 
Ee wi ffe: Bet Ke 
ës CH QUs+a Qus+x 
N; Eer 2: Ki Ms 


2. Lorsqu'on connait un système d’intégrales 


Ds) P, , gs , Qs 


des équations (1) on aura tout de suite des intégrales des équations (2). 
j Il suffit pour cela de prendre 


M. E P, D N, = 37 D 
(3) EE ? | gz 
mM, = E EE Ee 


E, Ea à toute intégrale des équations (2) correspond une inté- Se 
grale du système (1). En effet en prenant | 


Ds = Ms D Ys = Ms, 


(4) | P, e | Q, = — X; Kip 


3M; 
d£? 


on aura que ces fonctions satisfont aux équations (1). 


3. On peut maintenant pears la question: 
A quelles intégrales 


i 2 0, 
des équations (1) correspondent des intégrales 
Ms s Mes MENI 
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du système (2) telles que les relations (4) soient vérifiées? 
Il est facile de démontrer qu’il suffit de la condition 
9 (DS: d (DZ, 8 (D 
(5) SGAR + TOA TOA o 
pour que les équations (4) soient satisfaites. 
En effet, il ressort de (5) que lon pourra poser 


ele 
D där La dite +r, ` 


Ds = M; = 


d’où découlent les équations (4). De même à tout système d’intégrales 


M; ,n:,M:,N: 
"des équations (2) telles que 
d (DM: d SC ə(DM 
(6) ZS, ) We CCE re s ua AMIE ER K = 


correspond un système d’intégrales des fat (1) lié au précédent par 
les relations (3). 


4. Il est aisé de démontrer que si l’équation (5) est vérifiée les vibra- 
tions sont transversales. 
En effet soit 


Cu dëi dw 
TROT Te 


En multipliant cette quantité par une fonction À indéterminée et en inté- 
grant sur un espace S quelconque, on trouve 


fe gere is tra +ws)d dS, 


À étant nulle au contour de l’espace S. Mais 
2A dÄ cA 9À dÄ dA 
Kë "Dës" Ms hä fue T Ps äu 
Dar suite 


[r0 dx dy de = — Ta, 23 SL S) Ddu, du, du. 
S S 


[10 dx dy dz = NES + = Ot + Sn) D dx dy dz. 
$ 


Puisque À est indéterminée, on déduit 


Coen, GC ZC 2 (D23) 
dur RES See 


5. Nous appellerons les équations (2) les équations conjuguées aux 
équations de LAMÉ. Il est connu que les équations de LAMÉ se rapportent 
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à l'hypothèse de NEUMANN. C’est à dire pour trouver ces équations il faut 
supposer que les vibrations des particules du milieu élastique ont lieu dans 
le plan de polarisation. FRESNEL au contraire a supposé que la direction 
des vibrations soit normale au plan de polarisation. Il serait aisé de voir 
que les équations (2) sont les équations du mouvement dans l’hypothèse de 


FRESNEL. Il suffit pour cela de supposer que YH,,M, , VH. M, , Ha M, 
représentent les composantes des déplacements dans les directions $... E: 


ART. 3. — LES COORDONNÉES DE WEBER. TRANSFORMATIONS DES ÉQUATIONS 
DE LAMÉ EN COORDONNÉES DE WEBER. 


1. M. WEBER a démontré que si l’on a 
Eo sn (ut Adn (ustu) 
(1) ` y = a cn (uua EI cn De B), 
Ss A ANis, RA HÄ 


e i e P—e 


d eet LE Wiem? 


on obtient par l'élimination de z, , #, 


ER EE Lu AE EE à DEN dree € 
(2) DA LR A l'or EM NN Uc 


qui est l’équation de la surface des ondes Di. 
Au lieu de 
an Gus Ae? eët cn, ot dn fe, #), 
SN (43,4) , Dias u) , dn (u, u) 
nous écrirons, pour simplifier, 
BH. ai" A “fe An A 
Saeta 1 4x2 dn M, 


en supprimant les modules (4, u) suffisamment rappelés par les indices des 
arguments %,,#%. Soit 4K la période réelle corréspondant au module 4; 
4L la même période correspondant au module y. 

En donnant à a, toutes les valeurs réelles comprises entre - K et K 
et à u, toutes les valeurs réelles comprises entre — 2L et 2L, on obtient 
par les formules (1) tous les points de la nappe extérieure de la surface des 
ondes qu’on appellera o. 


2. Examinons maintenant comment sont disposées les lignes 


“u, = const. , Was const. 


sur o. 


(4) « Journal de Crelle ». T. 84, page 353. 
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Conduisons par l’origine les parallèles T, , T, aux axes optiques. Elles 
découpent le plan xz en quatre parties qui contiennent respectivement 
les parties positives et négatives des axes x ,z. Nous les désignerons par 
OPEL TRE: DEE 

En faisant #, = — K, on trouve 

es —bdnz, ,yY—=0 , z—busnz.. 
Cette ligne est la partie de l’intersection du plan xz avec o comprise dans &_,. 
De même on voit que la ligne x, = K est la partie de la même intersection 
comprise dans œx. Les lignes 


u=—L on Mass L 


sont les parties de l'intersection de o avec le plan xz comprises dans oo 


et Ge, 
Ajoutons les équations (1) après en avoir élevé les deux membres au 
carré. On obtient 


(3) Z Lukas ae —(a° — len A 
L’intersection de e avec la sphère (3) est formée de deux courbes situées 
des deux côtés du plan yz. Si la courbe qui est du côté des x positives cor- 
respond à %, = &,, On aura i 

Rise Ze 0. 
L'autre courbe correspondra alors à 


U, = -— lz- 
De même on trouve 


(4) a + EP + 2 = a [8 — (8 — e) sn? ul. 


Considérons les deux plans zz, xy. Ils partagent l’espace en quatre parties 
que nous désignerons par 


(5) CAN AN SRE A "ei 


en mettant en évidence le signe des coordonnées y , z de leurs points. 

L’intersection de l’ellipsoïde (4) avec o est formée de deux courbes 
qui sont situées des deux côtés du plan xy et dont chacune est coupée par 
le plan xz. 

On pourra donc considérer les quatre parties L,,,, L_,,,L,,_,,L_,,_, 
de cette intersection qui sont contenues dans les quatre parties (5) de 
l’espace. 

Si LA correspond à #, = di on aura 


L>a,20o 


A 


et 


E- e correspondra à #, = 2L — gan 


` 


L,,_, correspondra à #, = — yy 


u 
L_,,_, correspondra à #, = 2L + a,. 
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On tire de là que u, considérée comme fonction des points de la surface o 
est continue, tandis que x, est discontinue le long des lignes #, = — K, 
u, = K. La somme des valeurs de x, des deux côtés de ces lignes est tou- 
jours égale à 2 L. #, est aussi discontinue le long de la partie A de linter- 
section du plan xy avec o qui est du côté des y négatives. La différence des 
valeurs de #, le long de la ligne A est constante et égale à 4 L. 


Par conséquent les fonctions elliptiques 
(6) : sn %, , Cn Ual, dn %, , Sn A , dn %, 
seront continues sur la surface og, mais 
cn 4, 
sera discontinue le long des lignes v, = K , u, = — K. Ses valeurs sur les 


deux côtés de ces lignes seront égales et de signe contraire. 


3. Posons maintenant 


Gamera i o >u: ZO, 
(7) ( y Ss Géi, CH 4, C (8) ka, 
pl ne Ras 21245 in 2 


Les surfaces 
ge Se OR 


seront les nappes extérieures d’un système de surfaces des ondes concen- 
triques et homothétiques. Les surfaces | 


u, = const. , u, = const. 


seront des cônes dont le sommet est à l’origine, et dont les directrices sont 
les lignes #, = const., u, = const., que nous avons déjà examinées sur la 
surface o, Les fonctions elliptiques (6), considérées comme fonctions des 
points de l’espace, seront continues, tandis que cn x, sera discontinue le long 
des parties &,,@_, du plan xz. 


4. À tout système de valeurs de x , y , z (excepté si y = 0) correspond 
un seul système de valeurs pour 4, , 4, , u, qui satisfont aux conditions (7), 
(8). On appellera ces valeurs les coordonnées de WEBER du point x,y,z. 
De même si l’on a deux points A, =(x,,9,,4,) et A,=(x,,Y,,2) 
nous poserons 
Lo; — X , K d'Ee A Braa À ` Sa — 21 — 2. 


Le système des valeurs de %, , u, ,, qui vérifient les conditions (7), (8) 
seront les coordonnées de WEBER du point À, par rapport au point A,. 
Il est aisé de voir que les coordonnées de WEBER du point À, par rap- 


port au point À,, seront 


U, , — Uu , —2L + 4, 
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Ex aa ——_— 


si Aa O, et 
vc Bas SE + ae 
Si #, < O: 
Calculons le carré de l'élément linéaire de l’espace en fonctions des coor- 
données %, y Ua s Uas 
On trouve par un calcul très simple 
( H. = a Cnu, E Aen, 


Ha = u: lie 6°) sn? u, dn? u; + $ — ër Er sn? u, — ër TE ,], 


(9) { Hy = a° ui [1 Er sn? u, H sn? u, + (u? + e 1) sn? u, enzel, 
H,, = u, (b — a )sn u, CN u, dn Uz, 
H;, = H. so, 
d’où 
BAS RRE Wës 
D= |Ha, Ha, Ha 
H. H Hy H H, 


= dé bui [1-— k? sn? u, — p’ sn? u, + (W+ k — 1) sn? u, sn? u,). 


5. Pour établir les équations de LAMÉ en coordonnées de WEBER, il 
suffit de calculer les quantités K,;,. 
On obtient 
K, = a [b cn? u, + e sn? u], 


K, = @ 6? ui [1 — k sn? u, — y? sn? u, + (u? + #°— 1) sn? u, sn? 4], 


~. (10) ( Ka = éi ui [6° — e) sn? u, dn? u, + e — e fr sn? u, — e p? sn? u), 
| K;,, = au, (P — b°) sn u, cn u, dn u, 
A ENR = 0 
En posant 
(11) A = 1 — Š’ sn? u, — H Sn? u, + (p? + k? — 1) sn? u, Sn? u, , 
on aura 
(12) Eby éi a AE 4 Did A Ri EA nÀ. 


6. Si au lieu des équations (7) on pose les équations 


| x = cü; sn (ü, , u) dn (Z, EI, 
(13) (y= cü, cn (i, , p) cn (ias R), 
| z = bū, dn (ü, , u) sn (i, , k), 
où | 
dr eg nr E AR 
nu 0" NA ver 
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on obtient tous les points de l’espace en donnant à %,,%,, #%, toutes les 
valeurs réelles, telles que 

co > ü, ZO, 
(14) K == ZA s F K, 

2 P ei À; Se kyt 2 L 3 
4k et 4L étant les périodes réelles correspondantes aux modules E. u. Les 
surfaces %, = const. sont les nappes intérieures d’un système de surfaces 
des ondes concentriques et homothétiques, auxquelles appartient la sur- 
face (2). Les surfaces #, = const., %, = const. sont des cônes dont le sommet 
est à l’origine et dont les directrices sont des lignes sphériques et elliptiques 
de ces nappes. 

Il est facile de vérifier que, si les conditions (13), (14) sont remplies, 


sn Z,,Cn Z, , dn Z, , Sn %,, dn #, 


sont des fonctions continues des points de l’espace, tandis que 
cn %#, 
est discontinue le long des parties œ, , Ga du plan xz, puisque cette quan- 


tité prend des valeurs égales et de signes contraires sur les deux côtés de 


ces surfaces. 

A tout système de valeurs de x,y ,z (excepté si y = O) correspond 
un seul système de valeurs de %, , %,, #, qui vérifient les conditions (13), 
(14). Nous appellerons ces valeurs les coordonnées de WEBER de la 2de espèce 


du point A=(x,7,2). En posant 

L'EST PP EN I ET, 
U; , Uz , u, Seront les coordonnées de WEBER de la 2de espèce du point 
A,=(XxX,,Y:,2,) par rapport au point Æ; = (x, , y, , 2z). 


7. Pour transformer les équations de LAMÉ en coordonnées %, , 4, , %,, 
il suffit de calculer les quantités H... K;s par rapport à ces variables. Nous 
les désignerons par H, , K;s. En posant 


(15) A = 1 — F sn? ü, — w sn? 7%, + (W + F — 1) sn’ t, sn? À; 
on trouve 

(16) H,=c#A , D=cbéA , Kass eb aA, 
(17) Hay = H. = Ka = KO 


ART. 4. — LES INTÉGRALES DE LAMÉ. 


1. On peut trouver bien facilement deux intégrales des équations de 
LAMÉ, après les avoir transformées en coordonnées de WEBER. 
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Examinons d’abord ce qu’on trouve en prenant les coordonnées de WEBER 
de première’ espèce. 
Les équations de LAMÉ seront vérifiées par les valeurs 
Pi = 0 DER Ps 0. 
En effet en rappellant les équations (1) du 2" article et les équations (9) 
de l’article précédent, on trouve 


LINE » Ger o g= Haps 
LE. et FES HE, 
E e eer Tu | Fa 0, 
$ Kir 093 __ Ka dëi | ; Së Wei Kı3 093 
deeg D % i Hz "me ke "77 STD ES 
D?, = 6g; 
Par suite les équations de LAMÉ se réduisent aux suivantes 
He Za Are HE Ge 
kB d KE dës d ` Ki: d: 
(1) i Kë EPA | D SE Ou: | D Si ` 
| APS ne pa a ek use Zeie 
| dë? ou? duz D 04, 


Supposons g, fonction de ź et de x, seulement. Les deux premières équations 
(1) seront satisfaites; la troisième deviendra 


dont l'intégrale générale est 


g, =f (t + u) + 9 @— u), 
Jf, étant deux fonctions arbitraires. On a donc l'intégrale suivante des 
équations de LAMÉ 


/ Eege H GO H q, =f (t + u.) + p(é—4;), 
Iio Waff ATO Et bs = rrn lI E +) +9 — u), 
@) À | SEH D Q, = b[ S (t + u) — g (t — u,)] D Q, = 0, 


Q 
| geg , P= apri U (E + u) — p 6 — h) 3 P,=0 


où À a la valeur (11), art. 3. 


2. En rappelant les équations (15) du premier article on trouve 


duz 


Cu [f(E u) + 9 (t— u), 
(3) = EH a) +86 — 0), 
d 


SZ Lotte dl, 


= 
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Des équations (7) du même article, on déduit aussi les expressions équivalentes 


u? à sn #, Sn #3 CN #3 


| EE ea LE E GE HT 


(4) o = — Es Le A i) + et al, 
| | w= CRE Let A A + ef. 


Enfin les équations (16) et (11) du premier article conduisent aux formules 
suivantes 
A Ou, 


U wat" der [F E+ u) — p (t — u,)] 
= PE A (t4 m) — 9 Dall, 
V =F R E m) (2) 


(5) 


SN #2 dN U2 CN Ms 
abu: À 


E (t 4 u,) — 9 (£—4#;)], 
W= SR EH m) — g E — u) 


Š? SN #, CN #, SN #3 


= [+ m) — pt —u)]. 


abu, A 


3. Considérons maintenant les coordonnées de WEBER de la seconde 
espèce. Le procédé par lequel on est parvenu aux intégrales (2) peut être 
appliqué à ces coordonnées. On trouve ainsi l'intégrale suivante 


"seg ,; a0’ GS S EHHG 

e , =o , brzeclnptaiitën-A 
(6) bes | DAPEHD FE EN , D 

| Bo PB = U (t+) — p (t— i) , P= o, 


cbr; "A 


f et & étant des fonctions MK Sie 
On en tire 


= EE + 2) + FE) 


EEN (t + 5) +F (t — 821, 


Se EHA) +EH Z) 


(7) | cn #2 SN #3 


Laaman At 662) 


T= D jG+2) +5(6—2) 


| __ w*ôsn%,sn #3 cn #; JéC+4)+6(4—2)], 
| eg, A 
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__ 6 da 
"e är 


L'GÉ+2)—9"(t—%)] 


Æ sn ža en ža Sn #3 A 3 h EA 
R, (t+ ü) — o (t—%,)|, 
RES fr )— 9 )] 


\ 


VU EH a) e 2) 


(8) | sn #2 an #2 CN % 
fer (t + t) — p (t — 4), 


EE T AOTEA) 


Géi E Pip wyp eL ai: 
C 7 


4. Nous avons vu (art. 2) qu’à toute intégrale des équations de LAMÉ 
correspond une intégrale des équations conjuguées liée à la précédente par 
les équations (3) du 2î"° article. 

On aura donc, en partant des formules (2), (6), les deux intégrales sui- 
vantes des équations conjuguées à celles de LAMÉ: 


ix, Ea $ ! s KE 
M =0o , Mc ege takt al » M;,=o, 
(9) N,=0 , NSU EH u) tHrë u , N,=0, 
9 
Mas E E o A m, = -rry [Y E+ u) — Dal, 
de, Ze TE Th CN la = Y (t + u) — CECR 
Man, M=- ĵCta +a , Mo 
N wn" ak Sc LZ)+xG—4)] , N,=0, 
(10) H 
Mm, = O H M, = O D Pl, Së SE Io C+%)—%x (t— #%,)], 
eü, À 


I 


leo , m=0 , ñ,=d(+2)—x(— ñ), 


da, dh, 3 étant des fonctions arbitraires. 

De même on sait que des intégrales précédentes on pourrait déduire 
des intégrales des équations de LAMÉ. Mais il est aisé de voir qu’en partant 
des formules (9), (10) on ne trouverait pas de nouvelles intégrales, car on 
reviendrait aux formules (2), (6). 


5. Nous remarquerons enfin que les intégrales des équations de LAMÉ 
que nous venons de trouver vérifient la condition (5) de l’article 2 et par 
suite correspondent à des vibrations transversales. 
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6. On peut maintenant se poser la question. Est-ce qu’on peut trouver 
d’autres intégrales des équations de LAMÉ de la forme 


| U = ta f (+4) + up F (+), 
(11) | V = Va f (t + U) + PC + i), 

 W=Wa f (t + 4) +wp E (E+ 4) 
OÙ Ua s Va > Wa ` UB, Ug, Wg sont indépendantes de ź et f(x) est une fonction 
arbitraire, tandis que (a) est une fonction arbitraire ou dépend d'une 
manière quelconque de f (a)? 

Si (11) est une intégrale des équations de LAMÉ, on doit trouver par la 
substitution dans les équations différentielles, trois équations de la forme 
Af + B9+Af +B9+Af"+B?" =0 
où À, , B,,A,,B,,A,, B, sont des quantités qui ne dépendent pas de #. 

Il est aisé de se persuader que ces coefficients doivent être nuls. En 
effet si cela n'arrivait pas, on aurait 


Cé g oi x 124 : EN e Fe + e" 
Za o” 2 "a i g” fe s gY ‘38 ~ 
rig H CR D SA 3 CH 3 d dé H p“ 


V dé L Cé yY oY d bia d o“! 

GE pY E DA ) CM ? ZE p g 
Posons # + u, = & ,ź + č, = B, on aura f =f (œ), p = ẹ (B) et l’on pourra 
regarder a et B comme des variables indépendantes. Mais f est une fonc- 
tions arbitraire, par suite le déterminant 


"e ENT 


, r mi 


P "aa PANDA cb 


n rr 


Zë ex. ZK) Al 
devrait être nul. Donc ọ ne serait une fonction arbitraire ni dépendrait de fp 
On tire de la que 


| Uaf (ż + HU), ug p (Z Se ü), 
(12) t Uaf (EF ti), et (12) | vg (č + %,), 
| Wa f (t + u) wp P (Z + %;) 


doivent former deux intégrales des équations de LAMÉ. En prenant les coor- 
données de WEBER de la première espèce, à l'intégrale (12) doit correspondre 
l'intégrale suivante des équations transformées: 


Di = Piaf É + t), 
Pa = Pza f (t + 4), 
Pa = bza f € + u), 
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OÙ Pia Pau za Sont des quantités qui ne dépendent pas de ź. En remar- 
quant que 

H. = BH. = K,, = bss 
on trouve 


| Ti (HP: a + Hopia) = Da) : 
AR GEka, e + Hafsa AMS EE AE 


93 = Hy bza f = zaf, 
a A e B 


H 


2 œ dës a a Les 
P,= (ge ëlo mes = Paf H fe 


P= (se) fes E Er 


, Ki 
Q, = (Ru Pia EEN Pro) f ër Baan = Qiaf — prof” 


| Q = Ka Paa f + Get? = Dan ft Eë 

Q, = Ka Pra + Kan Bal — D Kann = Qaf — Én, 
D, af" HERE Ree s S EE gaa) t (af = 0, 
(Dha ga)" HRE- ny h (Rite) a yo, 
Wa, — ales A le 


` 


Puisque f est une fonction arbitraire, il faudra égaler à zéro les coefficients 


def ff. 


Par suite on aura 


dia 0 0: Hier O0 ;, . Via + CONSt. 


On revient donc aux intégrales qu’on a déjà trouvées. 

De même on aurait un résultat tout à fait semblable, en partant des 
intégrales (12°). 

Il n’y a donc que les intégrales que nous avons trouvées dans les para- 
graphes précédents de cet article qui aient la forme (11). 


ART. 5. — PROPRIÉTÉS DES INTÉGRALES DE LAMÉ. 
1. En se rappelant la discussion que nous avons faite dans l’article 3, 
il est aisé de voir que la deuxième des fonctions (4) (voir l’art. précédent) 


est une fonction continue des points de l’espace, tandis que la première et 
la troisième de ces fonctions sont discontinues le long des surfaces Ws et W— x- 
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Substituons dans les seconds membres des équations (4) aux quantités 
U, , Ua , Ua leurs expressions en fonction de x , y ,z et regardons 4 comme une 
quantité constante. On trouvera 


u=p,{(x,9,;#) ,; ER BCS, EC Ae A AC 


D'après ce que nous venons de dire, +, sera une fonction monodrome, mais 9, 
et o, seront polydromes. Si l’on part d'un point quelconque et qu’on prenne 
les valeurs de +, et ọ, qui se suivent avec continuité en parcourant une ligne 
qui entoure un axe optique, on revient au point de départ avec les valeurs 
initiales changées de signe. 

Cette propriété est commune aussi aux fonctions V ,#%,w, V de Var. 
ticle précédent, considérées comme fonctions de x,y,z. 

Au contraire, U,W,v,U,W sont des fonctions monodromes. 

Puisque #, =0 à l’origine, les douze fonctions #,v,w,#%,0,w,U, 
V,W,U,V,W, deviendront infinies pour x=Yy=#—=0. 

Les mêmes fonctions deviennent indéterminées dans les points des paral- 
lèles aux axes optique T,,T, conduites par l’origine. 


Posons 
E Se Ex VV ÉIS Baier Bh 
On aura 
Pi (la E Ka Vs Ba Bal = QU Le, — Lo ds Var Gel 
Pa (la E Va — Vi Ba 2) = — Pa Lë — Lo e Vi — Vas Be — 82) $ 
Pa Hs — rs Mia Yi Boule — Pa (di — Va Vi An Be 85) + 


Même Z%,7%,# changent de signe par la permutation de x,,9y,,z, avec 
x, Yas Za. Au contraire U,V,W;U,V,W, ne changent pas en effectuant 
cette permutation. 


2. LAMÉ avait trouvé par un procédé tout à à fait différent les intégrales 
(4) et (6) dans lesquelles on suppose 


Ziais gp , f(a)=0 , p(x)— cos Zo , 


Ne s'étant pas aperçu de la polydromie de ces intégrales, il croyait goe 
pouvaient représenter les vibrations lumineuses produites par un centre 
d’ébranlement situé à l’origine. 

D'après la discussion que nous venons de faire il est évident que cela 
n'est pas vrai. Des vibrations lumineuses correspondant aux formules (4) 
et (6) ne pourraient être produites que par une couche de centres d’ébran- 
lements situés sur les surfaces Gi, et Ge ou © et &_,, ou sur toute autre 
surface qui coupe l’espace de sorte qu’on doive nécessairement la rencontrer 


lorsqu'on tourne autour des droites T,,T,. 


& (x) = COS 2 T4 4 


3. Mais envisageons pour un instant la question au point de vue de 
LAMÉ, en supposant que ses conclusions soient vraies. On peut alors, en par- 
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tant de ses intégrales, procéder de la même façon qu’a suivie M. POINCARÉ 
pour trouver l'intégrale générale de l’équation 
9? u eR 2 2 (2), 

-Ta NS lu 
or = Yx+y+z, 
et qu’il cherche à quoi conduit l’application du principe de HUYGHENS. 

Supposons qu’à l’origine des temps toutes les molécules du milieu soient 
ébranlées. Soit o, la surface des ondes dont le centre est le point xə, Yo, Zo 
et les paramètres sont af, Ar, ct. Dans l’intervalle de temps qui découle entre 
l'instant ż et l'instant ai, le point x, , Yo , Zo aura reçu, selon le principe 
de HUYGHENS, les ébranlements provenant de tous les points compris entre 
les surfaces o; et 6,1 4. En suivant donc les idées de LAMÉ sur le centre d'ébran- 
lement, on pourrait représenter par 


Rappelons que M. POINCARÉ part de l'intégrale ren 


dg = |— E E EE ETS dS 


a'u, À 
$ 


+ Ee EreLEnta,sLëidë, 


CH: 


S 


dn ln F (xe + £, Yo + Y, Zo + 2)dS 


Atr A 


cü, A 


S 
At: cn #2 sn #3 dn #3 F(m+zm+i,2+9d8, 
S 


dl E hath de 


au: À 


A 2 
tp rP Et Yo +F, + 5)dS 


les variations des composantes du déplacement du point x., Yə, Zo, qui ont 
lieu dans l’intervalle de temps dt. Il suffit pour cela de supposer: 

1° que S soit la partie de l’espace comprise entre les nappes extérieures 
des deux surfaces des ondes ge et 6r}, et S la partie comprise entre les 
nappes intérieures des mêmes surfaces; 

2° que x +t, Ys +Y,% +2 Soient les coordonnées des points de S 


à ._etm+x,» +7,z +3Zz celles des points de ER 


3° que v, , Ai Aa soient les coordonnées de la 1°" espèce de WEBER 
du point x,,Y,Z par rapport au point x +x,Y +y,4 +z; et que 
À » e, À SOient les coordonnées de WEBER de la 2e espèce du point x, , Yo , Zo 
par rapport au point 4 +%x,Y + J, Z +2; 

4° enfin que les fonctions F(x,y,z),F(x,%,2z) ne dépendent que 
de l’état initial du milieu. 


(2) Leçons sur la théorie mathématique de la lumière, p. 87. 
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Mais 
dS = D du, du, du, = « bu À du, du, du, 
dS = D dü, dü, dü, = CC bi À dū, dü, dü,, 
U, = Ü, = Í, 
dus= di, =d, 
donc 
1 dE E 
WEE E A SN u, SN 4, cn u, F (Xo + 2X , Yo +Y, Zo + 2) du, duz 
+4 | c dn 2 en à, dn 2, F (xo + Z , yo +3, 2o + E) du, dus, 
D = pa = £ | — a cn u, sn u, dn u, F (£o + 2 , Yo + Y » Zo + 2) dit du, 
+4 [— c on 2 sn 3, dn ú, F (xo + F , Yo + Y » 2o + Z) dua dus, 
A dn #, F du, d 
5% T p =t adn u, cn u n #43 F (xo + X , Yo F Y , Zo + 2) du, du, 


EM 


-H dE a? b sn č, sn i, ong, F (x, + Z , Yo + J , 2o + Z) dun duz. 


Puisque les équations de LAMÉ sont linéaires, les formules précédentes 
devraient donner des intégrales de ces équations. ` 

On obtient ainsi les mêmes formules de M™e KOWALEVSKI 6). Mais il 
est aisé de se persuader que les fonctions qu’on vient de trouver ne sont pas 
des intégrales des équations de LAMÉ. 


En effet on voit qu’en faisant / = 0, les fonctions p, , P2 , 93, ës Soe À 2e, 


s’annulent. Mais si l’on a un système d’intégrales des équations de LAMÉ qui 
s’annulent avec leurs dérivées par rapport à 7, pour ź = ọ, elles seraient tou- 
jours nulles, ce qui n’a pas lieu pour p,, 6, , Bai 

Ce résultat n’a rien de contradictoire et s'explique parfaitement, en 
se rappelant qu’on a trouvé-les formules précédentes en supposant justes 
les idées de LAMÉ, tandis qu’on a prouvé le contraire. 


ART. 6. — GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DE GREEN. APPLICATION DE LA 
MÉTHODE DE KIRCHHOFF. 


1. Désignons par 
(1) Pr ORI Pride ; D. 705 Bache, 


deux systèmes d’intégrales des équations de LAMÉ. (Voir article 2, formule (1)). 


(3) « Acta Mathematica », tome 6. 
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On aura 
© p, Pda La , Ze py e 
2, Dr DH. E: EES + TOA S p) p DE, (z; EYE DE Pr 


2 5, (y: (PQ: Au) ©, (iQ — Soll. 


datt OUrta Ury QUrta 


Multiplions cette équation par du, du, du, et intégrons à un espace S limité 
par un contour c. Supposons que les fonctions (1), soient finies, continues 
et monodromes dans l’espace S. 

Si u,v est un système de coordonnées de la surface e, on obtient 


3? b, dë. ZS , d'Lies: uy) d (ur, Metall 
(2) [penge Ps — EVE E pes fa, eo, Pere 0 d{u,v) 


— gr Qro tnt) 0 El | du do 


d(u,v) d(u,v) 
de, èg, EF 2 
feig EAR Së ZZ Ch Yr+i mes Gris 
f x, o ( ee (zem | ol Con ee: ) du, du, du. 
S ` 


La dernière intégrale est nulle. En effet on a 


GE gé, , (äi SF D 
J> ls +r A E jrs A goia Es =] du, du, du, 


Urtz dein 


gg ` EE P,P,—K,, EE 
S $ 
Par suite l’équation (2) peut être remplacée i l’autre 
H dé ,r Ps 
(3) dë 2 23 LA Z SS ER Za dS 
: $ 
Ben , d (Ur+2 , Uy) d (Ur , Ur+:) 
= [2 e Musee" — Qrt: "éise 


e d(Uur+2 » Uy) d (u, ` Ur+x) 
+ Oja SE mate GEOI | du de 


2. Pareillement supposons que 


(4) Mme INR SEM: Nes Ir 


p 


soient deux intégrales des équations conjuguées à celles de LAMÉ (voir arti- . 
cle 2, formule (2)). Si les fonctions (4) sont finies, continues et monodromes 
dans l’espace S on a 


i 3M, M: | 
(5) TED 5, a Mya be M) 


ot 
wé 


D H d(ur+2 a Uy) Ze d (ur D Zeta) 
e IS, bla EL E Ari 
f- f 


EN dE N du dp. 


al br Ce 
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Les formules (3) et (5) peuvent être considérées comme une généralisation 
du théorème de GREEN. 


3. Prenons maintenant pour lignes coordonnées les coordonnées de 
WEBER de la première espèce et posons pour 
ESP 
la première des intégrales de LAMÉ que nous avons trouvée dans l’article 4 
(voir formule (2)). 
Afin que ces fonctions soient finies et continues dans l’espace S, il faut 


exclure l’origine et les surfaces ©, fi. 
Soit o une surface qui renferme l’origine. Conduisons deux cônes 


as be , u,=—K+e (e oi 


qu'on appellera «,,x, et la nappe extérieure œ de la surface des ondes 
u, = €. 

Quelque petites que soient les quantités e.g, les fonctions 5, P;, 
Q,g, rempliront toujours les conditions suffisantes pour l'application de 
la formule (3) dans l’espace S, renfermé entre oe, o, &,, œ: La surface c, 
qui limite S, sera formée de quatre parties, qui appartiennent respective- 
ment à 6,4% ,% ,@ et qu’on désignera par oe, &,,&,, œ. La formule (3) 
peut être appliquée en remplaçant S par S, et © par 6,. Les lignes u,v 
seront les coordonnées curvilignes de la surface 6,. Considérons, sur la ligne 
u = const., la direction dans laquelle v croit. On l’appellera la direction positive 
de la ligne u = const. De même considérons la direction dans laquelle x ` 
croît comme direction positive de la ligne v = const. Alors en regardant. 
la surface du côté extérieur à l’espace S, on devra faire tourner la direction 
positive de la ligne v = const. d’un angle <v, dans le sens des aiguilles 
d'une montre, pour la faire coïncider avec Ia direction positive de la ligne 
u = const. D’après cela on peut choisir pour coordonnées curvilignes 
v = const., u = const., sur le cône «x, les lignes v, = const., #, = const. de. 
cette surface, et sur le cône «; les lignes #, = const., #, = const. De même 
sur la surface o on choisira les lignes #, = const., #, = const. pour les lignes 
coordonnées o, 3, Donc, en posant pour simplicité d’écriture 


J +u) +9 (t — u) = F 
TET u) e euE 
on aura 
(6) Sb |Ha [F2 — F, a| dS 


le |Q. d (un , al g d (u3 , u) 


d (Ur , u2) d (uz , u3) 
~ d{u,v) v) Aa LC EE +F, Jo, Se — sad 


d(u ,v) 3 d(u,v) \ 


Go Í PO, du, du, + | FQ, du, du,— | (FQ, — bF, g.) du, dus. 


D 
Ké a2 
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Q, est une fonction de t, , u, , “z, £. Pour mettre cela en évidence nous écri- 
rons Q, (4, a, Sall. Par suite 


Ze Car (u: , K — € , u, | £) du,, 


—2L g’ 


op la limite supérieure «, de la première intégrale est la coordonnée , du 
point où la générátrice v, = const. du cône «, rencontre la surface o. 
De même 


f FQ: du, du, = IERCH (G,—K+e,u,|i) dn, 


—2L Si 
a, 


On aura aussi 


[ EQ, — bF, g3) du, du, 


H 
w’ 


K—e 2L r 
=f du, | (PO. (€, tta , ul) — bF, g; (ei Uta äi | À } duz. 
—K+e —2L 


Faisons tendre €’ vers zéro. En prenant garde que 
D 1 ! 
lim Q: (©, #3, 4,10 = 0, 
SI = 
lij gén, U D =0; 
€ 
on obtient 
lim Moia bF, g,) du, du, = 0. 
SI =o 
Supposons que même € tende vers zéro. 

Alors le cône o, tend vers une double couche qui couvre la partie dw 
de œs comprise entre l’origine et la surface o. Pareillement le cône æ, tend 
vers une double couche qui couvre la partie o, de o. comprise entre 
l’origine et la surface o. On trouvera 


lim | FQ, du, du, = fa, fi FQ, (u, , K , u, | £) du,, 


e= oO 


SI zs o0 a, SC At, o: 
2L ER 
lim JF, du, du, = | du, FO. a —K, u, |£) du,. 
| de &, —2L e 


Mais par la continuité de Q, le long des surfaces Wx, fi on aura 
OP, E: 4,1) OG, K- zg, 
Qu, — K , 24 | = Q, (zx, — K , 2L — u | 2), 


e E O0 kaheru A, 
l'OL GE, = KAA yaaa. 


A: 4410 


ST "EC 
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Par conséquent 


— L ur Sr 
[au | | FQ, Ga, K , u | 0 du, = fdu FO. E u, |t) du,, 
cé "e 


E (u, , K , u, |£) du, = fan f FQ, (u, , K , u |£) du,, 


d’où 
o L Se 
lim | FQ, du, du, = 2 | du, | FQ, (a, K , 2,19) du, = 2 | FQ, du, du. 
—L a o 


Sep ~, 
Si zg Or 


De même 


lim FO, du, du, = 2, f FO. ZE K 3419 di lët di, 


Sg +, 
e/=0 Qa 


La formule (6) devient 
d " d 
(7) fn |F EA 
$ 
piota d (Un , Mal d (u » Ur) 
= [Fo Sun — Te 


Sc Í FQ, du, du, + di FỌ, du, du. 


Qx 


(ur, u2) d (uz, Mal 
+ bF, |g: d (u,v) weg / Ca 


Jo dv 


4. Prenons () 
ọ (x) = 0, 
2 


ii Be 


2 


et intégrons la formule précédente par rapport à # entre le temps négatif 
1, et le temps positif z,. 
On trouve, par une intégration par parties, 


SAGE EE EE 


d (U3 , Ur) 


allen ig Ze Dir 


(4) Voir KIRCHHOFF, Zur Theorie der Lichtstrahlen. «Wied. Ann.», Bd. 18. 


KIRCHHOFF, Vorlesungen über Math. Optik, p. 24. 

Nous avons employé ici le même procédé suivi par KIRCHHOFF pour trouver sa for- 
mule, mais on pourrait aussi atteindre le but par une autre méthode semblable à celle 
découverte par M. BELTRAMI (voir « Rendiconti del R. Istituto Lombardo», ser. 2, vol. 22, 
fasc. 10) pour démontrer la formule de KIRCHHOFF. 
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de: (Ur, 42) dës d (uz, t3) 
aaoi h DE- TN EEN aude 
y { d (ur , Ua) d (u3; u. ) Wi 
+ | [af + a) je Za — 9, Ten du du |” 


Lu 


-e fa fretu du, du, + dE du; . 


a. 


fi fi per 


Si nous faisons croître u indéfiniment, la formule précédente à la limite 
devient 


DEL (u, , K , u, | — u,) du, Se get KE us| 4) du, du, 


KÉ d (Uz, u d (uz, 
= + f| Q Ces s ta t| — 0) EE — O, u, pas ts | — m) E 
d 29 d I3» 
Lë, (U, , 2, U3 | — äi Le Ze — EE du dv 
où 
eg, NE Dante 7% 


5. Par le même procédé, en partant de la formule (5) et en se servant 
des coordonnées de WEBER de la première espèce et des intégrales (oi de 
l’article 4, on trouve 


| (9) fr: Co, , K , 43| — Sali, du, — f» (u, , — K , u, | — u,) du, du, 


ER CAS, 
d(u:,u : d (Uz, u 
Sajim U:) Lane. al — An (tz yta 3 tg | — m) EE 
d(u a 4 d (uz, u 
af, s Ma p ttg | — 101) F ERD CL ES du du 
où 
IN SN; 
VER VTT 


On peut trouver des formules tout a fait semblables, en faisant usage 
des coordonnées de WEBER de Ja seconde espèce et des intégrales (6), (10) 
que nous avons trouvées dans l’article 4. 


6. Supposons que la surface o soit la nappe extérieure de la surface des 


ondes dont l’équation est 


u, sf, 
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La formule (8) dans ce cas deviendra 
L t 


(10) Janjon, e: S (u, —K, e 


—L o 


a ER H Gate, t | —#)} due . 


—2L —KkK 


7. Les formules (8), (9) ont une analogie avec celle que KIRCHHOFF a 
donnée comme une généralisation du principe de HUYGHENS. 


ART. 7. — NOUVELLES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS DE LAMÉ. 


1. En prenant dans les équations (4) de l’article 4 
p=0 
et en désignant par d, (x,y,2),%,(x,y,2),%,(x,y,2) les coefficients de la 


fonction arbitraire, on pourra écrire ces formules de la manière suivante 


u? Ò SN Ua Sn #3 CN #3 


a? u, A f(t + u) = Y, f(t + uw), 
ELE E e E 


au; A 


E +u) sdf +u). 


au; À 
Substituons x —£,z—% à la place de x ,z; on obtiendra 
pil — E, y 2 — VS (E + u), 
(1) i pa (x — E, y, 2 — YS (t + u), 
Pa (x — E, y 2 —X)S (E + u). 
Désignons par S:,,S_, les deux parties de l’espace dans lesquelles y> o, 
y <o. Il est aisé de voir que les fonctions (1) sont finies, continues et mono- 


dromes dans S+, et dans S_,.-Elles deviennent infinies dans les point  , o , % 
et la première et la troisième sont discontinues sur le plan zs, 


2. Supposons que f depende des deux variables Z, C c’est à dire qu’elle 
soit une fonction arbitraire de 4+%,,Ë,€. En multipliant par dě dÉ et 
en intégrant, on obtiendra les trois fonctions i 


u = | pi (&— Ery r2 Dette Dit, 
TS RE 
= KEE E 


Elles constituent un système d’intégrales des équations de LAMÉ. Elles n’ont ` 
pas de discontinuités dans les deux parties de l’espace S}, et S_,, mais sont ` 
discontinues sur le plan xz. 
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En partant des intégrales (7) de l’article 4 on trouve évidemment une 
intégrale parfaitement analogue à celle que nous venons d'obtenir et que 
l’on peut écrire 


a = fh (aky a E Cfa FE dEdt, 
v = |px Ey 2—0 (a, Ft, E, dE dE, 
w= fh Beie, kr, E, DEE, 


On peut donc conclure: #, ,#,, #3, étant les coordonnées de WEBER de la 
première espèce du point x ,y,2 par rapport au point E,o, E et éi, Sax i, 
les coordonnées de WEBER de la seconde espèce du premier point par rap- 
port au second, on aura les intégrales suivantes des équations de LAMÉ 
| ÿ 2 b sn 4, SN #3 CN U 
EE j (+ m, E, 4) dE dt 


| a? u, À 


ee PH d E dE, 


I Ea NEEN E Da E , Q) dE dÝ 
(2) ` cn 2%, sn Z3dn%3 7 à 


w= [RER dE 10, , €) dE dt 


au; À 


$ Aan, sn Z;cn 4 

+ [— ERREUR F4 a, E, dEdt 
i CRA 

où f (t+ u, E, O, f'C+,,E, č) sont deux fonctions arbitraires. Les 

intégrales (2) seront finies continues et monodromes en S:, et S_, et seront 

discontinues sur le plan xz. 


_ 3. Il est bien aisé d'obtenir les rotations U , V , W correspondant aux 
déplacements (2) (voir article 1). Il suffit pour cela d'appliquer les formules 
(5) et (8) de l’article 4. On trouve ainsi 

aer E R f(t +u, E, Did 


e" u: A 


" Æsn%,cn%,snZ; d E 
+j MTS NUE —f (t+ %,6,0) dE dt, 


Es = j- EE. À f(+u,6,t) dE dt 


abu, À 


(7) sn Z, dn fz cn sn #, AN #2 CN #3 f 7j Ë 
lee 
SCH LS "EE gI Cu, E O dE AT 


ka ` cn ža dng, dng, 9 Trei, E, O dEdY, 


ee, A èt 
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4. Voyons maintenant les valeurs qu'on trouve pour les quantités 

u ,v,w,U,V,W lorsqu'on s'approche indéfiniment aux KS du plan 
xz. Indiquons par le symbole 

lim 

y=+o0 
la limite qu’on obtient lorsqu'on s'approche d’un point du plan xz du côté 
S+, EL par 

lim 

Yÿ=—0 
la limite qu’on trouve en s’approchant du même point du côté S_,. Con- 
duisons par un point quelconque du plan xz deux droites parallèles aux axes 
optiques. Le plan xz sera partagé en quatre parties 6, ,6,,6,,6, qu'on peut 
faire coïncider par une simple translation avec A fe Dien Di Nous 
répresenterons par 


otoz 


la somme ou la différence de deux intégrales étendue aux deux parties du 
plan xz qu’on a indiquées par o+, 64. 

Remarquons que la coordonnée x, de la (rz espèce de WEBER d’un point 
du plan xz par rapport à un autre point du même plan peut être donnée 
par a, ou par + 2 L— u,. (Voir article 3). Convenons maintenant de pren- 


dre, lorsque les deux points sont sur le plan xz, 


De même convenons de prendre la coordonnée %, de la seconde espèce rela- 
tive à deux points du plan xz, telle que 


L2ūiz—lL. 


Cela posé, il est bien aisé de déduire des formules (2) les équations suivantes 


| lim u= — lim- u = | bu sn u, f (¢ + uč, ©) du, du, 
kerri 75n iapa 
LEE ü, , E, Déë, di, , 
6r +6; 
lim v = ` lim STEE u, , E. C) du, du, 
y=+o y=—0 
(4) ( E 
$ gdr. DÄ 
a 
lim w= — lim w = | b dn u,f (t + u, , É , č) du, du, 
age CO? GET 
27 4 
+ [óB sna, J(+ 2,8, 0) dā, dū,. 
| Z 61—65; 
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Pareillement on obtient les limites de U , V , W lorsqu'on s'approche 
du plan xz. On a 


; 4 | b d 
lim U= lim U = | Ż dn u,- (€ + ts, , ©) du, du, 
ner Zen G1+03 
D Je, ; kuk 
LlZamnn sel E+ i,k, dü di, 
C2 04 
lim V = lim V = =| IC+ u, k, C) du, du, 
3=+o = — de 
(5) pn 
+3 E+ i,k, O) dü, dû, 
O1 —03 | 
ANT A JE EAGLE C) du, du, 
ele, 
| d zg 
| + [4 dna, ST (+ 2) du, du, 
6? +04 


5. Enfin nous remarquerons que les intégrales des équations dé LAMÉ 
que nous avons trouvées (formules (2)) vérifient la condition 


ou 3v Sw 
ST D ée 0 


c'est à dire elles correspondent à des vibrations transversales du milieu 


élastique. 
Cela ressort de l'observation que nous avons faite dans le § 5 de l’article 4. 


ART. 8. — INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DE L'OPTIQUE. 


1. Si les vibrations du milieu élastique sont transversales il faut adjoin- 
dre aux équations (2) du Ier article l’équation 


| ou dëi Sw 
(1) ETS ur Rae 
On peut alors éliminer la fonction v et l’on trouve les deux équations 
ET E sw ou 
| az? = e ait (E=) LE Hg). 
3 w o ou 
| er Awt Ea) a LE Sep 


Soient & ,6 un système d’intégrales des équations 


| F5 — ei Að (ei SE 
ANE 1 5 | 
i |= «A geet, 
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Il suffit de prendre 


G) degt. Mao. Mag, rs 
3 7 y heier SC o ` eh " dy 


pour obtenir un système d’intégrales des équations (2) du premier article 
qui satisfont à la condition (1) posée ci-dessus. 

Réciproquement démontrons qu’à tout système d’intégrales v ,v ,æ des 
équations de LAMÉ, qui vérifie la condition (1), correspondent deux fonc- 
tions & , o qui satisfont aux équations (2) et qui sont liées à # ,v ,æ par les 
relations (3). 

En effet, # ,v,æ étant données, prenons deux fonctions &, , o, telles que 


ZB: 00 EX dÉi: CO: Co: 
(4) Kom DH uv = vg ? E P , LE e dy . 


On pourra ajouter à &, et o, deux fonctions o. (x , 2), o, (x, z2) qui rem- 


plissent la condition 
Ze 


Zi 3 zg 
sans que les relations (4) soient altérées. 
C’est pourquoi, en posant 


ð, = à, + ©, H O3 = 0, FG 
on aura 


D AG, teen a E SE Zap 


3y | 37 Se 
far CNE 
afro] = 0. 
GES ein o] 
Par suite 
Ta enient) e À) = f(x), 
Zu La Ae, (Er Là ai IS 
EE 


Mais il est toujours possible de prendre à, , 6, telles que 


Ge — (e EI st — SI —f(x ,2), 


de 2 2 262 362 
eege lege 
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Donc on aura que &,,6, rempliront les équations (2), ce qu'il fallait 
démontrer. 


2. D’après cela on conclut qu'il suffit d'intégrer le système (2) pour inté- 
grer les équations de l'optique. Appliquons les formules (2) de l’article pré- 
cédent. On aura que 


wn ut u= fhf E+ mE, Delia réie, 8, Diet, 


(5) Be 
(nz v+ o= fpf E+ u, E, Dë lo + aE, Dë 


formeront un système d’intégrales des équations (2). 
Même 
d Ze 
SN 
seront des intégrales des équations (2). Pour calculer ces quantités, remar- 
quons que l’on a 


au dëi 
Iw dei 
wo aT fe 
où - 
Ge I't") do _ dite") 
Ar dr hah" ER 
Mais 


EE 
= E E0 + h A edat. 
Or il est aisé de voir que 
92 Ze dd, HIR Ze 


ER dÉ wm 3 ER E 


Par suite 


zl dE Miz äi dE dr. 


En supposant f continue et nulle pour E, infinies, on aura par une 
intégration par parties 


(6) Y = SPRECHE 0) dE dt. 
Un calcul tout à fait analogue nous conduit aux équations 
Gë STEE, ER, 
(7) EE 
on ` SEO 
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‘ Dans les formules précédentes on a désigné par 


fi hofi fe 
les dérivées partielles des fonctions f , f par rapport à E, € calculées en regar- 


dant aa, E, C comme des variables indépendentes. 
On aura donc 


D =W+[LAG +, E, HE 
(8), wn 

D =—U+fUAR CH, E, Déi tre, E, dde. 
Par l'addition des expression (5) avec les expressions (8) dans lesquelles on 
ait remplacé les fonctions arbitraires f et f par les autres fonctions arbitraires 
e, E on trouvera les intégrales suivantes des équations (2) 


à == (ET sn u, en uf ta, 6) — sn uen u -spg EHE, 0) 


— cn, dn u, gg (t Léen E, O vicer A 


au: A 


dn žz 


+ flan & en 2, FE + a, E, 0) + EE 


C 


SECHE, 


. —en% sn iR +2, 5,0] Rak, 


(9) ( r i cnu dnu, d 
o= [|in mcn uf (ttm, D HESE LE+4,6E,0 


a 


— en x, Sn u, gy (t + u, 0 A dé dt 


+ f|- SE sn %, cn ü, f (é+2%,,Ë, C)+ Zen ñ, cn aS gti, E, SW 


| — en &, dn &, g; (+ 4,8 ,0)] PE dE at. 


3. Il suffit maintenant de se rappeler que 


gär, ILE x BEN Ze 3? u cw 
gyer "SES 942 dei E 8 


GER 


EE Di get ER PERLES a) = 


pour calculer les dérivées 


En supposant que les dérivées f; , Is, fts If, Zg, gt, Ze, soient continues 
dérivables et s’annullent pour E, € infinies on trouvera par des intégrations 
par parties 
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2& k? $ | cnz, sn u 
=f] LZ snuf, — dn ufi ee 


A 2 2 R 
+5 s nmu (gi — à ge — D g)—(c°—6")dnu, dag) E au Tad 


zU deg fang SR + Jane dn à Ge re 


x À 
Ate fi Ë sn asni, SC Dés (JE dt, 
(10) | i 
cn 22 AN A8 
= f|- 4 dnn, fifi] DECH 
+ — EE ae E Ze — a sii E e—a) snu sn ugi SA GE À dé dt 


Ze = Er = T CH 2 sn D I u? à = =- nt 2 mt at! 
+f — sn 2, f: — dn &, f| © + — nn nn à, CALE Li —d Er) 
J A ep, À el c 


dé dt 


+ (b — a^) dn ñ, dn å, Sé il 
` cü, À 


OÙ g; gg „gg, etc. sont les dérivées partielles du 2° ordre de la fonction 
g par rapport aux variables Zë, E, en supposant Ze, des variables 
indépendantes. 


` déi 
4. Il est aisé maintenant de déterminer les limites de o, oe, rs e ZS 


lorsqu'on s’approche indéfiniment aux points du plan xz. On a (voir 
article 7, $ 4.) À 
om lim A = E sn u, gi + ge) du, du, + b dn i, jdn, di 


=+to 
y= CA 


+ Î [= bu sn u, fdu, du, + L dn å, gi + öz) dü, di, 
+ [|= 8 dn à, Ja, di, — (bg; + À sn ugi) du, du 


- 63 


+ f| ee (Ż dna, 8: — gi) dā, du), 


d | | 
(12) ` lim a= f| $ dn uig, + gi) du, du, + 58 on a, jé, di 
+ H [= 6 dn z, fau, du, + (— Ë snag, + 8g) da, da. 
ti f d ET AË — ha du, F bū ang, dx, ei 


SI |+ b dn GH a: + (és sn ü, gı — — ale, da, à 
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(13) lim g = f} | snu, ydh ac) du, du, 


b se -t 2 ="! 2 =" Sg. Gë —- PI = - 
+ LC dn à, (Z; — À ge E gr) — ire D sn ü, Zgs| di, di, | 


+f] t Dante eege g| du, du, 


VS SEN |+ certes fi + hf] du. du, 


+ dn ž, (g; — e g — b gx) + ET GE sn éi el dü, dû, , 


gl F E sn u, (gi — e gg — 6 gi) + -Mb dn u, gi du, du, 


ky KR dn &, f; — a di, dé, ` | 


(14) | lim Se télés du, 


3 ss To - 


+ -5 [bE sn 2, (Zi — b gg — a’ x) + (# — a’) b dn i, gi] dü, di! 
+ f| + 16 dn u, (g; — b gi — ai) + bu (E — a’) sn ugi] du, du 
03 
d. Au, Beet d eg SECH? e 
+ [É sna ji lee da. + UL dnu fi— ofi) du, du, 
F g [ó sn i, (RER — a BE) — (8 dng gi) da, di 


+ [ + -= [ő dn u, (g? — b gẹ — a gx) — bu (6° — a°) sn u, gig) du, du, 
W 


ah p sn %, f: — CA di, di, . 


5. On peut conclure que les fonctions (9) remplissent les conditions suivantes: 
1° Elles sont finies monodromes et continues pour toutes les valeurs 
de zr,zet pour yoa 
2° Elles satisfont aux équations différentielles (2). 
3° Les valeurs de ces fonctions et de leurs dérivées par rapport à 
y, pour y = O dépendent de quatre fonctions arbitraires f ,f,g ,g de trois 
variables indépendentes. 

Pour prouver tout à fait rigoureusement qu’on a trouvé ainsi les inté- 
grales générales, il faudrait démontrer que les valeurs de & et de o et de leurs 
dérivées par rapport à y pour y —o sont arbitraires. Pour qu'il n’y ait 
pas d’ambiguité, nous faisons noter que lorsque nous avons parlé dans lin- ` 
troduction d’intégrales générales, nous avons entendu les intégrales qui 
satisfont aux trois conditions précédentes. 
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ART. o — APPLICATION AUX ÉQUATIONS DE L'ÉLECTRODYNAMIQUE. 


1. L'expérience montre que les cristaux transparents peuvent être regar- 
dés approximativement comme des corps isotropes pour le magnétisme. 
Dans la théorie électromagnétique de la lumière on prouve que les équations 
de l’électrodynamique dans le cas d’un milieu qui n’est pas conducteur et 
qui est électriquement anisotrope et magnétiquement isotrope se réduisent 
aux équations de LAMÉ ©. 

Il est tout à fait aisé de montrer que l’on peut appliquer les résultats 
que nous avons trouvés aux équations de l’électrodynamique pour un milieu 
qui n’est pas conducteur, même s’il n’est pas isotrope pour le magnétisme, 
pourvu que l’on suppose, comme fait M. HERTZ, que les axes de symétrie 
de l'énergie électrique et magnétique coïncident entre eux. 

Partons des équations (204), (204) données par M. HERTZ dans 
son mémoire sur les équations de l’électrodynamique pour les corps 
en repos (6): 


(1 a) APR — ST 
IN dN IX 
A, G or d'a 
1 IX əM əN 
AE, == ae 7 
| aY N at. 
(1 6) nt ont “Mer OL 
2Z IL 2M 
CASE y A 
auxquelles il faut ajouter 
| ƏL ER ƏN 
(2 a) EARE E Reger 0, 
| IX 2Y ESA 
Posons 
E EAA ,, TE 
u uu, L = u D u, Vu,u, M =v , U, Vtt: ha N = w, 
(Ban , Yun=y , Tab zs 


(5) Voir VOLKMANN, Vorlesungen über die Theorie des Lichtes, § 56. 
(6) «Göttinger Nachr.», v. 19 März 1890. « Wiedemanns Ann.», T. 40. p. 577. 
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on aura 
ou CEA IY’ 
An 7% 
dëi oX’ CYAN 
vk Rb pe a 
don d'a IX’ 
A in EE anol 
IX’ dë dät 
AnA ere ee e 
EAM Sw du 
As; H. H. ER: WOH ` WG EI e 
əz’ du dv 
Ae H. H. EP Sak Spe" a 
Remplaçons 
A? e, He H3 b A? E, Hab, HEDA Ss H, Me 
par 


Les égalités précédentes deviendront 


DM be, dé SR a OV 
CT TE AA 
eo `, OU , SW 
Pre "E Le, 
Se 3, DN , 20 
Ee H? Sh d 
ES oW 
Han 
sw ou 
Lekt dun Gë 
o A 
WE ei 
en E 


et légalité (2 a) pourra s'écrire 
ou cv Sw 
ue da 


Par conséquent on trouve les équations de LAMÉ. 


2. Examinons maintenant un cas plus général. Supposons que le corps 
soit conducteur et les axes de $ymétrie par rapport à la conductibilité 
coïncident avec ceux relatifs aux énergies électrique et magnétique. En 


prenant les lignes x,y,z parallèles à ces axes, les équations (7 a), (7 6) du 
mémoire de M. HERTZ pourront s’écrire 
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F EN ARCS 
(3 a) Ab = 
DEEE 
Ae, RU ARANT — EH 
(38 Ae er HATAN YY) 
Ae + 47 AM (Z — = 
Posons 


fn Ess , ces VY=v | e,VÿeeZ—="w, 
ELEL KEE Mr TECH a Ni 


I I 
A HA & E&E = — S A? hs E3 Er = e ` A LE er 
À À Aa 
AT À b dE = 2 , AT Thai 


on trouvera par le même procédé que nous avons suivi dans le paragraphe 
précédent 


WT Ou A SN aW 
EEN A E Auuale “1 
| 32v 2 EE ATE 
(4a) | se Leder, 
82 w Iw a 9U 2 ZK 
re th ae br 
Iw dëi 
U + E Eë 
H dor 
dër ou 
MES mu 
Supposons 
Me RME, = À 
Posons 


nu =/f(t}u,(é,n,0), 
(4 =f LÉI Cf eg 
Gigi er, (a, EN, 


U,,V;, W,, étant des fonctions indépendantes de 3. 
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En substituant ces valeurs dans les équations (4a), (48) on trouvera 


92 2 
EE 
AV: „ SW. 
ower, E she A än ` 
a 9W: , SU. 
(5 a) i ( Os aw Le ZE FR, e? 
eem, PE 
SW x ER 
ugang SC 
2 Nk 
(56) PATES 
dëi CH: 
Mn DE 2 


où o est une quantité constante. 
Même les équations de LAMÉ se réduisent à la forme précédente en 
posant 


V— at 
“miel Wa 
er 
v= e ý I) 
SE i 
w = dl "Ton, 


Particularisons les fonctions arbitraires qui paraissent dans les intégrales 
de LAMÉ en prenant 


HOMO 
pa)=F(Gx)=0 


on trouvera, après avoir divisé par e 7", des intégrales des équations (5 a), 
(5 6) et par là on aura des intégrales des équations (4 a), (46). On pourra 
appliquer évidemment le même procédé aux intégrales trouvées dans le 
art. 8 et par une méthode bien connue on obtiendra ainsi l'intégration des 
équations (4 a), (4 6). 

Les résultats qu’on a trouvés dans les articles précédents peuvent donc 
s'étendre aisément aux équations de l’électrodynamique lorsque les rapports . 
ZS, È, , k, sont egaux. 
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